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Abstract

Soluzione di un'equazione differenziale nella modalita' simbolica e numerica.

Introduzione

Prendendo spunto da un post del forum di elettronica su un circuito R-L-C in regime
transitorio, analizziamo la possibilita' di risoluzione al calcolatore di una equazione
differenziale del secondo ordine, attraverso l'uso di tre programmi gratuiti presenti
nell'elenco dei Free Tools di ElectroYou.

Per la soluzione simbolica useremo Maxima, mentre per la soluzione numerica
useremo VisSim e Scilab.

Circuito

Dato il seguente circuito R-L-C

fig.0

alimentato da un generatore di corrente definito dalle seguenti relazioni

Jt)=-14 t<0
Jt)=+14 t>0
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dal principio di Kirchhoff al nodo A otteniamo
iR+IipL+ic=1

e applicando le equazioni caratteristiche di ogni bipolo avremo

Lfvdf+0—=1

che per comodita' riscriviamo come

Lo 1 A
RO @t T " taE T

Ci proponiamo di ricercare una soluzione per via simbolica con wxMaxima e una
soluzione per via numerica con VisSim e Scilab

Maxima

Per la simulazione per via simbolica, facciamo uso di xwMaxima (purtroppo Maple
Demo non permette la risoluzione di equazioni differenziali).

Inseriamo l'equazione nella finestra principale come prima "cella" ricordando di
terminare con un ";" e completare con un SHIFT+ENTER .
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™ wxMaxima 0.8.1 [ non salvato™ ]
BSOS DL B2 0D 0 ®
7[%:30: '"diff(v,t,2)+1/ (R*C) *'diff (v, t)+v/ (L*C)=0;
g
de ’ L dz
(3030) + +——v=0
ER €L 4.1
¥ (2i31) odez (%,v,t);
Is Li4cC R ,, positive, negative, or Zero?p:;
' rd Fd
[ [ 4 1 |
(%031) v =| #k1sin| = — |+ #k2 cos|
A % 4 L

(%¥132) ic2(%,t=0,v=v0,diff(v,t)=2/C);
i Fa

(%033)

sempifica | Sempifcar) | Fatore | Espand | Rsom.. | Grafco... |
| sempifica () | Espanci(t) | Ridua(r) | Formanorm | RsohicOE.. | Graficod... |

In attesa di dati dalutente

fig.1

Notiamo come automaticamente Maxima nomini la riga di input con (%i30) e la riga
di output con (%030).

La successiva richiesta di risoluzione della ODE (Ordinary Differential Equation)
di secondo ordine (2) avviene alla riga (%i31) con un ode2; il "%" indica 1'ultimo
risultato dell'elaborazione (equivalente all' "ans" di Scilab).

Maxima a questo punto, non avendo ancora assegnato i valori numerici di R, L
e C, richiede per proseguire, l'input del segno di L(xiCRz — L) che corrisponde
curiosamente, non al segno del discriminante A, ma del suo opposto; Maxima
prende cioe' come scelta principale il caso di radici complesse, nel nostro esempio
avendo supposto per semplicita' R=C=L=1, la nostra risposta sara' "p" (lascio al
lettore la simulazione con le altre due alternative).
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Ricordo che il discriminante di un'equazione di secondo grado e' pari a

A=W —4dac
A 1 4 L—-4RC L(L-4R%0)
- R2C? (CL  R2C?L  R2C?L2

L'output (%031) e' la soluzione generale dell'equazione differenziale; notiamo la
presenza delle costanti %K1 e %K2, dei due termini in seno e coseno (caratteristici
delle radici complesse) e del termine di smorzamento € Bt.

Con (%i32) inseriamo la riga delle condizioni iniziali attraverso ic (initial conditions)
considerando i valori iniziali al tempo t=0+.

Non essendo ammesse discontinuita' sulla tensione ai capi del condensatore e sulla
corrente nell'induttore,

v(04+) dv B 0 dv B
dv 2
&#"=c

per mantenere una maggior generalita' inseriamo per t=0+, v=v0 e dv/dt=2/C e
otteniamo l'equazione finale (%032) per v(t).

E' interessante notare come, con un semplice comando tex(%), possiamo ottenere la
conversione della formula in codice TEX;

tex (%) ;

$sv=\left ({{\sin \left ({{t\,\sqgrt{{{4}\over{C\,L}}-{{C"2}\over{R"2}}}
Nover{2}}\right)\,\left(4\,R+{\it v_0}\,C"2\right)}\over{C\,\sqrt{
{{4}\over{C\,L}}-{{C*2}\over{R"2}}}\,R}}+{\it v_0O}\,\cos \left({{t\,

\sqrt{{{4}\over{C\,L}}-{{C*2}\over{R*2}}}\over{2}}\right)\right)\,e

~ {- {{t\,CH\over{2\,R}} }%$$%

un semplice copia-incolla, ci permettera di scriverla, in formato HQ;
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t/A _C?
sin | L") (4R + v, C?) —
. e —® _ic
(%032) v = = = + vy cos 5 e IR
C CL _ﬁ?R

A questo punto (%i34), particolarizziamo v(t) fissando le costanti del circuito: R=1,
L=1, C=1, VO=0 ottenendo la (%034), che rappresenta sia la tensione v(t) sul
parallelo sia la corrente IR(t).

it wxMaxima 0.8.1 [ RLCLwxm™ ]
=] s -
EBE¥} S D 8B O DO = (2
[ (%i34) y:ev(%,R=1,C=1,1=1,v0=0,); 1
= & t]
4 e =2in =
(3034) -t
N

7 (2146) z:diff(y,t):;

£

i TEE i\.l 3t
e IS ‘\i 2%e ° =in ]
= (3 ¢t \ 2

$046) 2 %e “cos
( ) ] ; J Ny
7(%i88) x:integrate(y,t);
Llrd (i (3 ::\i
e sinﬂjj| ] '\J'?c:sxl’j‘ ]'
sze |- “_‘ = - = J
(3088) - - -
+fa’
7 (3192) ev(x, t=0);
{%692) =2
4 13
[ Semplifica ISempliﬁca(r} l Fattore I Espandi l Risolvi. .. ]GraﬁcoZD'
[Sempliﬁca (ir) I Espandi (ir) I Ridudi (ir) I Farmanarm IR.isoIviODE... I Grafico 30
In attesa di dati dallutente v
fig.2
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Per il calcolo della corrente nel condensatore IC(t) e di quella nell'induttore IL(t),
passiamo a differenziare (%i46) ed a integrare (%i88) la tensione sul condensatore
v(t).

Con l'integrazione, IL(t) e' determinata a meno di una costante e di conseguenza
valutiamo x per t=0 (%i92); il risultato pari a -2 ci permette di determinare la
costante.

Da IL(0)+k=-2+k con IL(0)=-1, ricaviamo k=1.

| wxMaxima 0.8.1 [ RLCLwxm™ ]

@R ESX U EG O DO @

7(%i98) TR:y:;IC:z:;ThL-x¥1;

=
£

_; "J\‘lr? ‘.:]

4 e zin

s 2

=
&

=
&

— Ifr\lr?t\i 2 te .3:Lnk :
(%099) 2 %e ‘cos‘ J—
.2 A3
(s ;] (= ::]\i
- 3 cos ~ 1
4 3e Ej- bl B : i J

(%$0100) - sl

y {$i102)} plotZd({([IR,IC,IL],[t,0,10],
Elegendr TIIRTIF TIICTI! TIILTI] ;
[vlabel, "corrente {(A)™],
[xlabel, "tempo (s)™]1);

-

4 L3

[ Semplifica I Semplifica () l Fattore I Espandi l Risolvi. .. I Grafico 2D
[Sempliﬁca (ir) I Espandi (tr) I Ridudi (ir) I Farmanarm IR.isoIvi CDE... I Grafico 30
Maxima sta calcolando 2 |

fig.3

Abbiamo cosi' i risultati finali per le tre correnti IR(t)>(%098), IC(t)>(%099) e
IL(t)>(%0100).
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Per la visualizzazione grafica finale usiamo un plot2d e Maxima attraverso Gnuplot
ci dara' il seguente grafico; si nota, a conferma della soluzione, come la somma delle
tre correnti sia sempre pari a 1 ampere.

= gnuplat graph 0oe
2
IR —
\I IL
1.5
I".I =
1 III| [/ﬁ\‘\ e —— =
1 \ Fi
. N/
i I'\. 5
W 1
5 \ J A
= X F \ —
0 | '\ el g
05 N, oL
=1
0 2 4 6 8 10
-1.21000. 2.12039 tempo (s)
fig.4

VisSim

La simulazione numerica attraverso VisSim si ottiene come al solito costruendo per
prima cosa la catena di integrazione a partire dalla derivata prima dv/dt > funzione
v(t) > integrale di v(t) [8§v].

La simulazione del generatore di corrente con intensita' che passa da -1A a +1A al
tempo zero, e' ottenuta attraverso un blocco sommatore che addiziona una costante
pari a -1 ad uno scalino di ampiezza pari a 2 al tempo zero e le condizioni iniziali degli
integratori entrambe a zero.
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1 . Plot

fig.5

la struttura dello schema a blocchi e' costruita sulla base della seguente
rappresentazione analitica

dv 1 1 v
E:E[J_(Ef”d”ﬁﬂ

dove l'uguaglianza fre i due membri dell'equazione differenziale e' rappresentata
dall'ultimo collegamento di controreazione (in alto a sinistra).

Il collegamento dei segnali principali al display, e i settaggi sotto Simulate >
Simulation Properties > Start=-10s, Time-Step=0.01s, End=10s, ed un GO finale,
completano la simulazione.

VisSim permette di effettuare una simulazione dinamica; sostituendo le costanti di
ingresso con degli "slider" viene permessa una regolazione continua dei parametri in
un predeterminato campo di valori.
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fig.5b

In questa seconda simulazione, a differenza della prima (fig.5), lo scalino di ingresso
a J e' di 1 ampere mentre la condizione iniziale del secondo integratore e' stata
impostata a -L.

[Errata Corrige: nei grafici di fig.5 e fig.5b sostituire (sec) con (S)]
Scilab

In Scilab il discorso e' simile a quello visto per VisSim anche se un po' piu' complesso
dal punto di vista matematico.

Usiamo l'algoritmo associato a ode che rappresenta la funzione standard per la
risoluzione delle equazioni differenziali del tipo

dy

2= fty) . w0 =
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Per i gradi superiori al primo si e' costretti ad un'impostazione vettoriale nella quale
le successive derivate vengono ricavate, per via numerica, con una serie di equazioni

differenziali del primo ordine.

Il codice relativo sara':

// 3k >k >k 5k 5k 5k ok ok >k >k 5k 5k 5k ok ok >k ok 5k 5k 5k ok >k >k ok 5k ok ok ok >k >k ok 5k 5k ok ok ok k ok

// Equazione differenziale secondo ordine
//'y +y'/(RC) + y/(LC) =0
// 3k 3k 3k 5k >k >k 3k 3k 5k >k 5k >k 3k ok >k 5k 3k 3k 5k >k 5k 3k >k ok >k ok >k >k ok >kook >k sk ok kok kok
L=1;C=1;R=1;
// Definisco la funzione
function [z]=diffeq(t,y)
z(1)=y(2);
z(2)=-y(2)/(R*C)-y(1)/(L*C) ;
endfunction
// Condizioni iniziali
y(2)=2/C; y(1)=0;
yO=[y(1);y(2)1;
// Definiamo Start - Step - End
t0=0; t=0:.02:10; // 500 passi
// Soluzione primo ordine
y=ode(y0,t0,t,diffeq);
// Grafico della iR(t)
subplot(3,1,1)
plot2d(t,y(1,:),5);xgrid()
xtitle("Correnti”,"t","i R (t)");
// Grafico della iC(t)
subplot(3,1,2)
plot2d(t,y(2,:),2);xgrid()
xtitle(" ","t" ,"1 C (t)");
// Grafico della iL(t)
subplot(3,1,3)
plot2d(t,1-y(1,:)-y(2,:)
xtitle(" ","t" ,"i L ()"

Con l'output grafico per le correnti iR(t), iC(t) e iL(t) di fig.6.
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Ed infine, costruiamo in modo simile a quanto fatto per VisSim, uno schema a blocchi

con Scicos
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che fornira i seguenti andamenti per IL, IC e IR.
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Ovviamente la costruzione dello schema a blocchi con Scicos puo essere, come in
questo caso, complessa; ci si puo allora chiedere se esista un metodo piu rapido per
inserire il sistema lineare in Scicos.

Ricordando che in generale sara possibile rappresentare il sistema attraverso le
seguenti relazioni

dry
dt
dxy
dt
Y= 1Ty + T + du

= anTy + a;pry + biu

= 1Ty + ATy + bou

e dalle condizioni iniziali
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Xq (D} = X1n

) (D) = Tap

particolarizzando per il nostro sistema dinamico

( duv, 1 , ,
df :E(J—EL—ER}
{ Br _ e
dt L
. U
IR = —
(TR
e ponendo

u=dJ, 11 =10, Ty=1p, Y=1igr

potremo scrivere il sistema di equazioni in forma matriciale come

dr

T Ax + Bu

y=Czx+ Du
con

A= [_1,;130 _1[{0] B= [Lﬂ C=[1/R 0] D=0

e condizioni iniziali X9 = [0, — 1], tensione nulla e corrente pari a -1 ampere
nell'induttore, usando 1'Editor inseriremo

1 SciPad 6.129.BP2 - rdf5RLC.sce (modified)
File Edit Search Execute Debug Scheme Opfions Windows Help

1r=1;c=1;1=1;
2 B=[-1/(r*c),-1/c:r1/1,0]:B=[1/c:;0]:D=0;x0=[0,-1]:

| Line: 2 Column: 48 | Logical line: 2
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e quindi in Scicos potremo fare riferimento alle matrici A,B,C,D e x0 per costruire il
blocco rappresentativo il sistema

- rdf6 et

File Diagram Palette Edit View Simulate Format Tools ?

xd=Ax+Bu R ﬂz
I " y=Cx+Du . >

T

settando i parametri con

M

!

| |
xd=Ax+Bu R |{\ I
" y=Cx+Du - : &

E Set Block properties
" Set continuous linear system parameters
A, matris |.ﬂ|
B rnatrix |B
C matrix |C
—: D rnatrix |D
Initial state | =0

Mar Dizrnizz ak

e ottenendo dalla simulazione l'andamento della iR(t)
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Scilab Graphic (20003)

File Tools Edit

2o e k|

Graphi 1

S EOREEH beoenes Foenees bonees ERCREE ERCREE e RORCOEY CEEPERY EERRRD

NB si fa notare come aggiungendo altri 2 blocchi CLSS in parallelo, si sarebbero
ottenuti anche gli andamenti delle altre due correnti !

to be continued ...

[ ]
Estratto da "http://www.electroyou.it/mediawiki/

index.php?title=UsersPages:Renzodf:articolo12"
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